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1. A tres amigos, M, N, P, se les pide que contesten a lo siguiente:

“¢Crees que alguno de vosotros aprobard la selectividad? Di quiénes’.
Estas son las respuestas:

— M opina que él mismo, M, y P.

— N opina que solo M.

— P opina que solo él mismo, P.

M N P
M (1 0 1
N|1 00
P \0 0 1

B Reflexiona sobre la relacion que hay entre las respuestas y la caja numérica
formada por ceros y unos que hay debajo de ellas.

1 significa siy O significa no. La 12 fila indica que M piensa que aprobardn €l mis-
moy P. La 22fila indica que N opina que s6lo aprobard M. La 32 fila indica que
P piensa que solo aprobara €l mismo.

B La caja numérica que aparece a continuacion es la sintesis de las respuestas
que han dado los siete alumnos (4, B, C, D, E, F y G) de un grupo de teatro
a esta pregunta:

“¢Quién o quiénes de vosotros creéis que seria capaz de disefiar, organizar y
dirigir un viaje de estudios de una semana?”

coocococow
coomoooO
COoORRORO
comRoORO
C O O
~moocoococoo
oc~moocococo

A la vista de las respuestas, di:
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a) ¢Quién de ellos te parece un tanto iluso?

b) Dos de ellos parece que estan algo aislados del resto del grupo. ;Quiénes
son?

©) Si tuvieras que designar a uno de ellos para que se hiciera cargo de la or-
ganizacion del viaje, ¢a quién elegirias?

a) D, pues piensa que hay tres personas capaces de organizarlo, y, ademas, es el
anico que opina que B estd capacitado.

b) F y G. F opina que solo es capaz G; y G opina que solo es capaz F.

©) E es el mas seleccionado: hay 4 que lo eligen.
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2. B Aqui tienes representados, mediante flechas, los vuelos que hay el martes
desde el pais B hasta el pais C. Representa, mediante una tabla, la infor-
macion recogida en el diagrama.

C |
B, 2

L 1] o
By | 1|0
B, | 0| 2

B Una persona quiere salir el lunes de A, pasar la noche en B y llegar el
martes a C.

En total tenemos 5 posibles formas de ir de 4, a C,.

Continia td, rellenando razonadamente el resto de la tabla y explicando, en
cada caso, como llegas a la respuesta.

Cl CZ

4, |5 | 2
, | 2| 2
A, | 0 | 2
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1. Escribe las matrices traspuestas de:

31
: 3

[-23K =20 SERN |
[SHS SN
N O =

b
=
|
P
w
N

—_
—_
(S}

(257) ! 5_1)
B= c=(0 1
410 6 3
17 4
E=|7 -1 0) F=(5461)
40 3
X L
B'=|5 1 cl=
7 0 5 4 0
11 3
1 7 4 Z
Ef=7—10) F’=6
4 0 3 1

2. Escribe una matriz X tal que X'= X.

Por ejemplo, X =

1 2 -1
2 3 0

-1 0 4

3. Escribe una matriz que describa lo siguiente:

21 0 00
010 20
00110
00 0 00
00 0 1 2
00010
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1. Sean las matrices:

A=(1 0 —2)

4 1 -3 B=(_l . 1)

I e S T

8 -10 0 6 2 4

Calcula E=24A-3B+ C-2D.
(2 0 —4) (—3 0 5) (7 1 —1) (—6 2 10) (18 -1 —18)
E= - + - =
8 2 -6 -12 3 9 8 -10 O 12 4 8 16 -15 -23
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2. Efectiia todos los posibles productos entre las siguientes matrices:

-

0 2 7 1 5 1 -1 1
a=(L 23] B2 c=(6 3 00 bp=[05 2)
-2 5 1 0 1 251 0 2 3 3
3 4
7 14 21
(8 2 4 5). , =(7 18 —4). N
AC(24-4_1-10’AD0505’ B-A=15 5 4
-5 26 13
2 28 6 -1 2 5 3 3 4
c-B={3 3| D-c=|265 2 of D D=|4 31 4
9 4 28 38 —1 10 4 4 17

3. Intenta conseguir una matriz I, de dimensiéon 3 x 3 que, multiplicada por
cualquier otra matriz A(3 X 3), la deje igual.

Es decir: A-13=13-A=A

La matriz I; se llama matriz unidad de orden 3. Cuando la tengas, sabras obte-
ner una matriz unidad de cualquier orden.

100

15=(0 1 o)
001
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1. Comprueba las propiedades 2, 3 y 4 anteriores, referentes al producto de nu-
meros por matrices, tomando: a=3, b=06

(3 5 -1 (7 -2 1
A'(z -3 0) B'(4 6 8)
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(27 45 9
2)9A_(18 -27 0)

(9 15 =3} . (18 30 —6)_(27 45 —9)
5‘“6‘4_(6 -9 o)+(12 18 0) " \18 27 o
94 = 34 + 64

_ (103 0\_(309 0

3)5(A+B)—3(6 ’ 8) (002

(9 15 3| (21 -6 3)_(309 o)

3A+5B_(6 9 o)+(12 18 24) 7118 9 24

3(A +B) =34+ 3B

4)1‘1<1=(5 5 _1)=A

2 -3 0
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2. Comprueba las propiedades distributivas para las siguientes matrices:
1
1 4
_ (156 7 (4160 | 2
A'(l)g B'(309-2) C'(o 155) D=5
3
15 2 68 19
A-(B+C)=A-(g 61 i ;)=(15 -5 70 15)
- 21 0 96 25

15 0 45 -10 0 -5 25 25 15 -5 70 15
17 5 60 -5 4 -5 36 30 21 0 96 25

AB+A-C-=

11 5 42 —1) (4 -3 26 20) (15 2 68 19)
+ =

A B+CO=A-B+A-C

w+o-p=(3 % 127 -2
B0+ cop={ )+ ()= (2]

B+C)  -D=B-D+C-D
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2 -1 xy)_ (51
1. Calcula «x, y, z, t para que se cumpla: ( 0 1 ) (z f ) = ( 0 2)

Unidad 2. Matrices



(o )2 276

5
2_ = =
X—z=5 X 5

3
2v—t=1 =2
Y y >
z=0 z=0
t=2 =2

_(x oy _(5/2 3/2)
Solucion: (Z Z)_(O 5

. (1 0 (15 _ (4 0) )
2. Para las matrices: A—(2 7), B—(4 _1), C—(1 1) comprueba:

AA- (B+CO)=(4-B)+A4-0)
b)(4+B)-C=(A-C)+(B-0)
c)A-(B-C)=(A4-B)-C

(35, (3 5
D4 (B+O=4 (5 o)'(41 10)

{15\ (4 0\ (35
A'B+A'C'(26 3)+(15 7)_(41 10)

A- (B+O=A-B+A-C

(05 (55
b)(A+B)'C'(6 6) ¢ (30 6)

(4 0\ (1 5) (55
A'C+B'C‘(15 7)+(15 —1)'(30 6)

A+B)-C=4A-C+B-C

1 107 3

o (26 3) ((1) )

OA-(B-C) = A(l 5) (1 5)
A-B-O)=MA-B)-C

(3 0 (0 6
3. Sean A—(5 _1) yB—(l _3).

Encuentra X que cumpla: 3-X-2-4=5-B

B (0 30 6 o)_(6 30)
3X‘SB+2A'(5 —15)+(10 )75 217

210)

X= (5 _17/3
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4. Encuentra dos matrices, A y B, de dimensién 2 X 2 que cumplan:
1 4) -1 2)

2A+B=(2 0 10

2vn=() 3]

2 0
Sumando: 3A=(O 6) - A=(O 2)
-1 2 3 0 1 0
A—B=(1 0)

peac (L0 2 (Y

. (0 2 (1 0
Solucion: A —(1 O)’ B—(O O)

5. Encuentra dos matrices X e Y que verifiquen:

(15 (-1 0
2x-3v=(} 3]y x-v-(7 ]

(15 (15

w-sv=(} )| 2x-ar-(} )
(-1 0 (2 o0

xov=(3 ) | axear-(% )

(3 5 (3 -5
Sumando: —Y—(_2 _10) - Y—(2 10)

O RS e B ]

. (4 -5 (-3 -5
Solucion: X—(5 16)’ Y_(Z 10)

6. Averigua como ha de ser una matriz X que cumpla:

e {3 -0 2)-x

w[27)

(o )= ()0 1) x)

hal’l de ser iguales

xX=x+z
x+y=y+t| x=t g x .
z—): Y Solucion: X = ( 0 i; ), donde x e y son numeros reales
=<
cualesquiera.
z+i=t z=0 4
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7. Efectia las siguientes operaciones con las matrices dadas:

oY R e

aAA-B)+(4-0O)
b)(4-B)-C
c0O)A-B-C

(2 7\ (7 3).[9 10
a)A'B+A'C_(9 0)+(9 6)+(18 6)

(5 -5) (1 -1)_{(-10 -15
b)(A_B)'C_(—s 3) (3 2) (6 9)

(2 7) (1 1) _(23 12
C)A'B'C'(9 o) (3 2) (9 —9)

o i) comprueba que (4—-1)?>=0.

=0 20020009

9. Halla la inversa de las matrices:

o3 w3

8. Dada la matriz A = (1

21 -8 5
)(7 5)(x y)=(1 0) R (7x+3z 7y+5t)=(1 O)
Y2 1\z /7o 1 2x+z 2p+t) 01
Tx+3z=1 x= 1 Ty+3t=0(y=-3
2x+ z=0 | z=-2 29+ =1 t=7

. 1 -
Por tanto, la inversa es ( 5),

-2 7
3 =2\ (x y)=(1 o) (39«-22 3y—2t)=(1 0)
b)(—s 5)(2 t) Vo 1) 7 \8w+sz 8y+se) o1
3x—2z=1 | x=-5 3y-2t=0 | y=-2
8x+5z2=0] z=-8 8y+5t=1| t=-3
5 . -5 -2
Por tanto, la inversa es (—8 3 )
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1. Considera u (7, 4,-2), v(5,0,6), w(4,6,-3), a=8, b=-5, elementos de R3
vy IR. Comprueba las ocho propiedades que se enumeran arriba.

Comprueba si los siguientes conjuntos de #n-uplas son L.I. o L.D.

e Asociativa: (G)+ 7) tw=u+ (7 +V7/)
U+ v)+w=(12,4, 4 +w = (16, 10, 1
U+(V +w)=u+(9, 6, 3) =(16,10, 1)

X e
e Conmutativa: u+v = v+ U

u+v =012449=v+u

- = 5
e Vector nulo: v+ 0 =v

V+0=(5006)+0,00=(5006=v

- - -
e Vector opuesto: v+ (-v) =0

V+ (V) =(5,0,6) +(=5,0,-6) = (0,0, 0)

e Asociativa: (a - b) - V=a- b - 7)
8 -(5)-(5,0,6)=—40- (5,0, 6) = (=200, 0, —240)
8- [-5-(5,0,6)] =8 (=250, -30) = (=200, 0, —240)
e Distributival: (a+b) - vV=a -v+b-v
(a+b)-v=3-(,06 =(5,0,18)
a-V+b-v=8-(506-5-(5,0,6 = (40, 0, 48) — (25, 0, 30) = (15, 0, 18)
e Distributiva II: a - (1_1)+ 7) =a- 1_1)+ a - 7
a-(U+V)=8-(12, 4, 4 = (96, 32, 32)
a-U+a-v =8-(7,4,-2)+8-(5,0,06) = (56,32, —16) + (40, 0, 48) = (96, 32, 32)
e Producto por 1: 1 - V=V

1:v=1-G5,006=5,00=v
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2.(3,0,1,0),(2,-1,5,0),(0,0,1, 1), (4,-2, 0,-5)
Aplicamos la propiedad fundamental:
x(3,0, 1,0 + (2, 1,5, 0) + (0, 0, 1, ) + w(4, -2, 0, =5) = (0, 0, 0, 0)
Operando, llegamos a:

BGx + 2y + 4w, —y - 2w, x + 5y + z, z—5w) = (0, 0, 0, 0)
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Esta igualdad da lugar al siguiente sistema:

3x+2y +4w=0

-y -2w=0
xX+5)+z =0
z=5w=0

Este sistema tiene como solucién Gnica x =0, y=0, z=0, w=0. Por tanto, los
vectores son linealmente independientes.

3.(3,0,1,0),(2,-1,5,0), (0,0,1, 1), (0, 0,0, 1)
Aplicamos la propiedad fundamental:
x(3,0,1,0 +p(2,-1,5,0) +2(0,0,1, D + w(0, 0,0, 1 =(0,0,0,0
Operando, llegamos a:
Gx+2y, =y, x+5+2z z+w) =(,0,0,0)

Esta igualdad da lugar al sistema:

3x + 2y =0
_y =0
xX+5+z =0
z+w=20

Este sistema tiene como solucion tnica x =0, y=0, z=0, w=0. Por tanto, los
vectores son linealmente independientes.

4.(2,-4,7),(1,0,2),(0,1,2)
Aplicamos la propiedad fundamental:
x(2, 4,7 +y(1,0,2) + 20,1, 2) =, 0, 0)
Operando, llegamos a:
Qx+y, ~4x+ 2z 7x+ 2y + 22) = (0,0, 0)
Esta igualdad da lugar al sistema:
2x+ =0

—4x + z=0
Tx+2y+2z2=0

Este sistema tiene como solucion unica x =0, y =0, z=0. Por tanto, los vectores
son linealmente independientes.

5' (1’ 0, 0)’ (1’ 1’ 0)9 (0’ 0’ 0)

Explica por qué si en un conjunto de vectores esta el vector cero, entonces son
L.D.

e Aplicamos la propiedad fundamental:

x(1,0,0 +y(, 1,0 + 200, 0, 0) = (0, 0, 0)
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Si hacemos x =0, y=0, z puede tomar cualquier valor, por tanto, los vectores

son linealmente dependientes.

. . - - -
* Si en un conjunto de vectores Uy, U,, ..., U

guir una combinacion lineal de ellos:

+ -
X, U

- -
XUy XU, .

enlaque x; =x,=...=x,_

nulos, los vectores son linealmente dependientes.
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1. Calcula el rango de las siguientes matrices:

-
L, +x,0=(0,0,0,...,0

1 4 -1 1 3 41 (1)(2’211‘21
A=|-1 3 2| B=|2 -1 5 C=11_20
2 2 0 110 -8 - 3
0 8 7 9 4
1 4-1 1 14 -1 1
A=[-1 3 2 | = 22+12 07 1| 22
2. 20 32-2- 12 0-6 2 32-2.28
13 -1 1s 1 3 -1 1s
B=|2 -1 5| — 2¢-2-12 0 -7 7 |— 28
110 -8 3212 07 -7 32+ 22
10 2 1 -1 12 10 2 1 -1
co|o 2112 o2 02 -1 1 2
11 3 2 0 3¢ + 10 01 5 3 -1
0 8 7 9 4 42 08 7 9 4
10 2 1 -1 18 10 2 1 -1
02 -1 1 2 2 02 -1 1 2
0 0 -11 -5 4 3 0 0 -11-5 4
00 11 5 —4 il 00 0 0 0
1 =2 0 -3 " 120 -3
D=-1 3 1 4| > 2:+12 01 1 1| =
2 1 5 -1 32212 05 5 5
1 -2 0 -3
01 1 1| = ran(D)=2
00 00

Unidad 2. Matrices

esta el vector cero, podemos conse-

1 =0y x,#0. Como no todos los coeficientes son

1 -2 0 3
D=(-1 3 1 4
2 1 5 -1
1 4 -1
07 1]|=srmanA=3
0-20 0
1 3 -1
0 -7 7 |—=ran B =2
0 0 O
s
e
- —2 - 33428
42_4.23
— ran (C) =3
12
2a
32522
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

Operaciones con matrices

1 Dadas las matrices A = (7 _2) y B= (:3 (2)), calcula:

31 2

a)—24 + 3B b)%A-B o) B- (=4) d)A-A-B-B
23 4 ~17/2 =2 21 -6 43 16\ (9 0) (34 -16
a)(—lz 4) b)(—n/z 1) C)(s —6) d)(24 -5 )_(2 4) - (22 —9)

2 Efectia el producto (-3 2) (; _21) ((1))

an(l)-@

3 a) ;Son iguales las matrices A = (;) y B=(2 3)?
b) Halla, si es posible, las matrices AB; BA; A + B; A'— B.

a) No, A tiene dimension 2x 1 y B tiene dimension 1 x 2. Para que dos matri-
ces sean iguales, deben tener la misma dimension y coincidir término a término.

4 06
6 9

ma dimension.

A'-B=(2 3)-@2 3)=(0 0

b)A - B= ( ); B-A=(1 3); A+ B no se puede hacer, pues no tienen la mis-

4 0 —

1 -2 1) 1) ba que:
21 o) comprueba que:

301YB=(

4 Dadas las matrices: A4 = (
aA)(A+B)!=A4A"+ B
b) (34)! = 34'

51
393
0 1

1 3 4 -2 5 1
2 0+ 0 1 |=]-21
1 1 -1 0 0 1

(A+B!=A"+B

Al + B =
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39
G- (3 g):(_6 o)
33

13 39
-2 0]=|-6 0
11 33

(3A)' = 34!

34'=3

5 Calcula 344!'-2I, siendo A=(3 1).
5 2
PR 1)(5 5)_(2 o)= (10 17)_(2 0)=
344 213(52 1 2 0231729 0 2
=(30 51) (2 0)=(28 51)
51 87) (0 2 51 85
6 Dadas las matrices A=(3 _l)yB=(_ 2) comprueba que (4 - B)f = B' - A*
2 3 0 1/ :
L _ (35 i (73 2
4 B'(—z 1) - @B (5 1)
Lo S s A-B) =8 Al
toAqt = | . -
o= 05 55 7)

7 Calcula, en cada caso, la matriz B que verifica la igualdad:

a)(S -1 5)+B=(4 0 6)

w2(3 5)-38-(3 5

LR I N e R

wa(5 )= (7 4) > =2 (3 5)-(T )5 5
5= )

Matriz inversa

8 Comprueba que la matriz inversade 4 es A™:

121 3 -6 -1
A=(0 10| 4a'=({0 1 0

203 -2 4 1
A-At=1
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9  ¢Cual es la matriz inversa de la matriz unidad?

La matriz unidad, 1.

. (12 10
10 Halla la matriz inversa de A—(_l o)ylad B= (2 4).
0 -1
- -1
4l =2 - 4 (1/2 1/2)
_ L (-1 0 )
Bl =4 - B (1/2 1/4

11  Con las matrices A y B del ejercicio anterior y sus inversas, A~! y B!,
comprueba que:

a)(A+B) 1241+ B
b)(4-B)1=B1-471

) _1=02)—1=—2 1
DA+ B (1 4 (1/2 0)

i o _ (1 —1)
AT+ B (1 3/4

A+B1tzA 1+ B!

(3 8yt (0 1
b - B 1_(1 0) _(1/8 —5/8)

(/IB) 1=Bl'A 1

Rango de una matriz

12  Estudia la dependencia o independencia lineal de los siguientes conjuntos
de vectores:

a) u1 =(1,-1, 3, 7), u2 =(2,5,0,4) ydicual es el rango de la matriz cuyas co-
lumnas son u1 y u2
bV, v,=(1,0,-2,3,1), Vz =(2,-1, 3,0, 2), 73 =(4,-1,-1,6,4) ydicualesel

>

. - -
rango de la matriz cuyas filas son v, v,, v,.

1 2 1a 1 2 1a 1 2
BEEIINE T 0 7 2 07 )
M= 30 3_3. 12 0 -6 = 522473 00 — ran (M) = 2
7 4 42712 0 -10 10 -22+7 - 42 00

Los vectores fl)l y 32 son linealmente independientes.
1 0-2 31 12 1 0-2 31 12
bM=(2 -13 0 2| > 2¢-2-12 0 -17 -6 0| —» 22
4 -1-1 6 4 3t-4-12 0-17 60 F=2
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1 0 -2 3 1
0-17 =6 0| = ranl)=2
0O 0 0 0 0

El conjunto de vectores v, v,, v; es linealmente dependiente. Hay dos vecto-
res linealmente independientes.

@ Estudia el rango de estas matrices y di, en cada caso, el niimero de columnas

S

que son L.L.:

11 1 2 2 1 1 3 -1 -1 1 1 1 1
2 2 P 31 15 3 3 11 1 -1
A=13122 B=6 ‘ZC=1111D=11—1—1
- ? 3 3 7 5 5 11 1 -1
1 1 1 2 12 1 1 1 2 12
A=|2 3 5 11| —» 22-2-12 013 7| — o=
1-16 29 =i 0-25 27 384220
1 1 1 2
01 3 7| > rand=3
0 0 11 41
Hay 3 columnas linealmente independientes en A.
21 3 13 21 3 13 21 3
B=|42-1|—> 22-2-1 00 -7|—> 2 00 —7|—=ran (B) =2
63 2 5= 1B 00 -7 3-2 00 0
Hay 2 columnas linealmente independientes en B.
1 -3 -1 -1 38 11 1 1 1
_|1 5 3 3 22 15 3 3 212
i1 1] e 13 -1 1] 7 3-u
37 55 # 37 5 5 B
1 1 1 1 12 1 1 1 1
0 4 2 2 28 0 4 2 2
04 2 2| 7 32 00 0 of 2 TAn©=2
0 4 2 2 H-2 000 0

Hay dos columnas linealmente independientes en C.

11 1 1 I 11 1 1

111 4 2012 0 -2 0 -2 ~

Polr 1 o 7 oz 00 —2 | > rand =4
11 1 -1 ie= I 00 0 -2

Las cuatro columnas de D son linealmente independientes.
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Ecuaciones con matrices

14 Halla las matrices X e Y que verifican el sistema

S

[ 4) _(1 -1)
2X+Y'(2 of X=¥7\1 o)
20y )

. Sumando las dos ecuaciones, queda:
x-v=()

_(2 5) =(2/3 1)
3X (5 ol = X=11 o

Despejamos Y en la 22 ecuacion:

Y=X_(1 —1)=(2/3 1)_(1 —1)=(_1/3 2)

1 0 1 0 1 0 0 O
_(2/3 1) _(—1/3 2)
Por tanto, X—( 1 0 y Y= o of

@ Calcula X tal que X- B2 = A4 - B, siendo:

1 0 1 1 0 -1
A=|1 1 0 B=111)
0 0 2 0 01
X=A" B+ B?
1 0 0
A-B=210)
00 2 2 0 =2
X=1|4 2 1)
1 0 =2 0
B2=(2 1 1)
0 0 1

16 Determina los valores de m para los cuales

5

X=(m 0 verifique X2—5X+I=0.

02)

, 5 =m0)(m O)_i(m 0) (1 0)=
Xo—o X+l (oz 0o 2/72 10 2)o 1

TS D )

Tiene que cumplirse que:

mz—%m+1=0 - 2m*-5m+2=0 —
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e 51\/25—16=5i3=/m=21
4 4 \m=7
Hay dos soluciones: m, = 2; m, = %
. 1 1) (x\ (1 x 3)
? Resuelve: (3 2)(37)_(31—1)(2

5 26026 -

(x—y)=(3+2x) R x—y=5+2x} x+y=—3}

3x+2y) \3y-2 Bx+2y=3y-2| 3x-y=-2
Sumando: 4x=-5 — x=_—45 - y=—3—x=—3+%=%
L =5 -7
Sol PXx=—; y=—
olucion: x = —=; y= —
Pagina 73
PARA RESOLVER
4 5 -1
18 Dadalamatriz A=|-3 —4 1 |, calcula 42, 43, ..., 4128,
S -3 -4 0
4 4 1 1 0 0
A2=A-A=|-3 3 -1| A3=42-4=|0 1 O|=1 A"=43 A=1-A=4
0 1 -1 0 0 1
4 4 1
A128=A42'3+2=(A3)42.A2=[42.A2=1,A2=A2= -3 -3 -1
0o 1 -1

5 -4 2
19 Comprueba que A% = 24 —1I, siendo: A =
S deorden 3.

-4 4 -1
Utiliza esa igualdad para calcular A%,

9 -8 4
A?=A4-A=|4 3 2
-8 8 -3

A2=24-1

10 -8 4 1 0 0 9 -8 4
2A-7=|4 -2 2|-|10 1 0)]=(4 -3 2

-8 8 -2 0 01 -8 8 3

Unidad 2. Matrices
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Calculamos A%

AV =(UAD2=QRA-D?>=QA-DQRA-1)=4A4%2-24-24 + % =

0
0=
3

=4QA-1)—-4A+1=8A—-41—-4A+1=4A-3]=

5 4 2 100 20 -16 8 30
=42 -1 1|-3(0 1 o|=| 8 4 4]|-[0 3
4 4 -1 00 1/ \-16 16 =4/ o 0

@ Determina a y b de forma que la matriz

_(2 1 : 2 _
A—(a b)verlfiqueA = A.

A2=A-A=(2 —1)(2 —1)=( i-a _2_;9)

a blla b 2a +ab —a + b?
4—a=2
4—a 2-b 2 -1 2-b=-1
2 -
A°=4 - (2a+ah —a+b2)_a b) - 2a +ab=a
—a+b>=b
Por tanto, a=2 y b=-1.
11/71/7 10
21 Calcula A" y B" siendo: A4=|0 1 0 B= (0 3)
S 0 0 1
1 17 1/7\ (1 1/7 1/7 1 2/7 2/7
e A2=4-4=10 1 0 0O 1 O |=|10 1 O
0o 0 1 0O 0 1 0o 0 1
1 2/7 2/7\ (1 1/7 1/7 1 3/7 3/7
A3=42-4=(0 1 o |l0O 1 0 |=|l0 1 O
0 0 1 o 0 1 0 0 1

1 n/7 n/7
Asi, A" =
0O 0 1

0 1 0 ) Lo probamos por induccion:

8

USRS

17 -16 8
-7 4
~16 16 -7

=2
-1

4-2=2

2+1=-1

Acabamos de comprobar que para 7 =2 (primer caso relevante), funciona.

Suponemos que es cierto para 7 — 1:

0 1 0 0 1 O
0 0 1 0 0 1

N [ R T R

Bﬁ;ﬂ-3=@ 3(é§)=@ ;)=@ 303)

A"=A”_1'A=

1 n-1/7 n—1/7) (1 1/7 1/7)

Unidad 2. Matrices
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Por tanto, B" = (O 3n). Lo probamos por induccién:

Igual que en el caso anterior, para 7 = 2 se cumple.

Suponemos que es cierto para 7 — 1:

Bn=B"—1-B=(1 ; )(1 O)=(1 0)

0 371—1 0 3 0 37
. 1 2 . 0 3
Dada la matriz A=(2 1), halla una matriz B talque A- B= (3 0).
‘ =03) 4 =,14(O 3) _ '(0 5)
A-B (3 0 — A7 AB=A 30 - B=A4 30
-1, = _3. —1=__1(1 _2)
Calculamos 471 |4] =-3; 4 3l
Por tanto:
w2 (L0 -
3 \=2 1 3 0 -2 1 -1 0 -1 2
0 2 -1
Dada la matriz A=|0 0 1 |, prueba que A3 es la matriz nula.

0 0O

Demuestra después que la matriz I + A + A*> es la matriz inversa de I— A.

& Multiplica I +A + A% por I—A.

00 2 000
A2=|0 0 Of A3=42-4=|0 0 O
000 000

Veamos que [+ A + A% es la inversa de - A:
U+A+ADU-A)=1-A+A-A>+A*>-A3=]-A3=1-0=1

Como (J+A+ A% -(I-A) =1 entonces I+ A+ A% eslainversa de I— A.

3 0 8

3 -1 6 ) comprueba que (4 + I)? =0 y expresa A% co-
-2 0 -5

mo combinacion linealde A e I

3 0 8 1 0 O 4 0 8
A+[=3—16+010=306)

-2 0 -5 0 0 1 -2 0 —4

4 0 8\([4 0 8 000
(A+1)2=(3 0 6)(3 0 6)=(000)
2 0 —4/\-2 0 —4 000

Dada la matriz A =

Unidad 2. Matrices
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Expresamos A% como combinacién lineal de 4 e I
A+D?*=0 - U+DU+D=A*+A+A+[=A*+24+1=0 —
- A’=-24-1

a) Comprueba que la inversade 4 es A™:

5 0 2 1/5 -2/5 0
A=10 0 1 A1=(-3/5 6/5 1
310 0 1 0

b) Calcula la matriz X que verifica XA = B, siendo A la matriz anterior y
B=(1 -2 3).

DA At=1

PX4A=B — X A - A1=B-41! - X=B A"

Por tanto:
1/5 =2/5 0
X=01 -2 3|35 6/5 1 =(1 1 _2)
0 1 0 5 5

Estudia la dependencia lineal de los siguientes conjuntos de vectores segin
los valores del parametro ¢:

a)u, =(1,-1,0,2), u,=(2,0,1,-2),
u=(3,1,1,0

b) v, = (2,-2,0,0),v,= (1,5, 3, 3),
vi=(1,1,11),v,=(2,6,4,4)

a) Debemos estudiar el rango de la matriz:

1 -1 0 2 12 1 -1 0 2 12
M=(2 0 1 —2) — 22-2.12 (0 2 1 -6 ) 5 2
31 1 ¢ 38-3-1¢ 0 4 11-6 S=a0
1 -1 0 2
(0 2 1 -6 ) — ran (M) = 3 para cualquier valor de ¢
0 4 -11+6

Los tres vectores son linealmente independientes, cualquiera que sea el valor de .

b) Hallamos el rango de la matriz:

2 -2 0 0 12 . 2 1 -1 0 0 12
|11 5 3 3 22 1 5 3 3 23 _ qa
M=y 1 1|7 e 13 2 2| -
2 6 4 4 3¢ 11 ¢ 1 -1

Unidad 2. Matrices
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12
28:3
32
43

|
—_

12
282
3% — 22
4% — 22

SO O =
N B O\
~ N WO
— N WO
SO O =
Do oo
~ == O
_ == O
S O O =
S O N
S = O
S O = O

e Sit=1, ran (M) =2 — Hay dos vectores linealmente independientes.

e Si t#1, ran (M) =3 — Hay tres vectores linealmente independientes.

@ Estudia el rango de las siguientes matrices segun el valor del parametro k:

S
1 -1 -1 2 -1 4 1 3 2 -1 -11 0 2
M=|1 -1 2 N=|[-2 1 3 P=(2 6 4 &k =13 10
2 1 k 1 k 2 4 12 8 -4 210 3 k
1 -1 -1 12 1 -1 -1
M={1-1 2| — 22-1¢ 0 0 3 -
2 1 k s=2c 1= 0 3 k+2
— ran (M) = 3 para cualquier valor de k.
2 -1 4 12 2 -1 4 1
N=(-2 1 3| —» 2*+12 0 0 7] &> 1+2k=0 si/{?=—7
1 & 2 2-38-12 0 1+2k O
. 1
LIRY) Ie=—?, ran (N) = 2.
. 1
° Sj /e;t—E, ran (N) = 3.
1 3 2 -1 12 1 3 2 -1 12 1 3 2 -1
P=12 6 4 k| —> 3:4 1 3 2 -1|— 22-1¢ 00 0 O
4 12 8 4 Z 2 6 4 k =20 1E 0 0 0 k+2
*Sik=-2 = ranP =1
°Si k-2 — ran(P) =2
-11 0 2 12 -11 0 2 18
0={13 10| > 2241 041 2 | > 2
210 3 & ¥+2-12 0 12 3k+4 3#-3-2
-11 0 2
0 4 1 2
00 0 k-2

e Si k=2 — ran(Q) =2
e Si k2 — ran(Q) =3

Unidad 2. Matrices
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29

30

31

Halla el valor de %k para que el rango de la matriz A sea 2.

5 5 -6
=[5 3 -1
0 & 7
5 -5 -6 12 5 -5 -6 12 5 -5 -6
A=[-5 3 1| —» 20+12 0 -2 7| —» 22 0o -2 -7
0 k 7 3¢ 0k 7 3%+ 28 0 k-2 0
Para que ran (A) =2, ha de ser k— 2 =0; es decir, k= 2.
. (20 (1
Halla X e Y sabiendo que 5X + 3Y = (_4 15) y 3X + 2Y—(_2 9).
2 0 -6 0
5X+3Y_(—4 15) "15X"9Y_(12 45) 1 s
Sumando: Y=( )
5X+2Y=(1 _1) 15X+10Y=( > - 20
-2 9 -10 45
(1 -1 (1 -1 -1 -5\ _(3 9 (1 3
3X‘(-2 9)"2Y_(—2 9)'2(2 0) (—6 9) X (—2 3)
w1 3). _(-1 -5
Solucion: X (_2 3 ) Y (2 0)
21

Dada la matriz A=(2 3

2 1 21 10\ (00
A+mA+nl=0 — (2 3)“”(2 3)+”(0 1)_(0 0

2+2m+n=20
2+2m+n 1+m )=(O O) N 1+ m =0
2+ 2m 3+3m+n 0 0 2+ 2m =0

3+3m+n=0

Solucion: m=-1; n=20

|

L1l
233

Determina, si es posible, un valor de k para que la matriz

matriz nula, siendo:

0 -1 -2
A=|-1 0 —2)
1 1 3
0 -1 -2 kR 0 O -k -1 =2
A—k]=(—l 0 —2)_(0 k O)=(—1 -k =2 )
1 1 3 0 0 k 1 1 3-k

Unidad 2. Matrices
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R -1 2 \[-k -1 =2 k-1 2k-2 4k — 4
(A—k])2=(—1 —k 2 )(—1 -k 2 ):(Zk—z k? -1 4k—-4 | =
1 1 3-k/\1 1 3-Fk 2-2k 2-2k RP-06kR+5
0 00
=(O 0 O) — k=1
0 00

Una compaiiia de muebles fabrica butacas, mecedoras y sillas, y cada una de
ellas de tres modelos: E (econémico), M (medio) y L (lujo). Cada mes produ-
ce 20 modelos E, 15 M y 10 L de butacas; 12 modelos E, 8 M y 5 L de mecedo-
ras, y 18 modelos E, 20 M y 12 L de sillas. Representa esta informacion en
una matriz y calcula la producciéon de un afio.

E M L
BUTACAS 20 15 10
Cada mes: MECEDORAS [ 12 8 5
SILLAS 18 20 12
E M L
20 15 10 BUTACAS 240 180 120
Cada ano: 12-(12 8 5 | = MECEDORAS | 144 96 60
18 20 12 SILLAS 216 240 144
Pagina 74

En un edificio hay tres tipos de viviendas: L3, L4 y L5. Las viviendas L3 tienen
4 ventanas pequeiias y 3 grandes; las 14 tienen 5 ventanas pequefias y 4 gran-
des, y las L5, 6 pequeiias y 5 grandes. Cada ventana pequefia tiene 2 cristales
v 4 bisagras, y las grandes, 4 cristales y 6 bisagras.

a) Escribe una matriz que describa el nimero y tamafio de ventanas de cada
vivienda y otra que exprese el nimero de cristales y bisagras de cada tipo
de ventana.

b) Calcula la matriz que expresa el niimero de cristales y de bisagras de cada ti-
po de vivienda.

P G

B
L3 (4 3
a)L4(5 4;2(2 2)
L5\6 5
P G C B
L3 (4 3 p 2 ]2 L3 (20 34
b>L4(5 4).G(4 6):L4(26 44)
L5\6 5 L5 \32 54

Unidad 2. Matrices



@ Un industrial fabrica dos tipos de bombillas: transparentes (T) y opacas (O).

De cada tipo se hacen cuatro modelos: M;, M, M; y M.

Esta tabla muestra la producciéon semanal de bombillas

S
T O
M, (300 200
M, | 400 250 .
de cada tipo y modelo.
M; | 250 180 POy
M, \500 300

El porcentaje de bombillas defectuosas es el 2% en el modelo M,, el 5% en el
M,, el 8% en el M; y €l 10% en el M.

Calcula la matriz que expresa el nimero de bombillas transparentes y opa-
cas, buenas y defectuosas, que se producen.

Unidad 2. Matrices

T O
M, M, M; My M, (300 200 T O T O
D (0,02 0,05 0,08 0,1} . M, [400 250 | _ D( 96 60,9):D( 96 61)
B 10,98 0,95 0,92 09 M3 250 180 B \1354 869,1 B \1354 869
M, 1500 300
al 0 1 01
@ Halla todas las matrices X delaforma [0 b 1| talesque X*=(0 1 0],
S 0 0 ¢ 0 01
a 1 0\fa 1 0 a*a+b 1 101
X2=|0 b 1|{0 b 1)={0 b* b+c|=[(0 1 0
00 ¢/\0 0 ¢ 0 0 c? 00 1
a’=1 a=z1
a+b=0| a=-b
s s
bic=0 | c=- a=-1 — = - c=-
CZ= c=z1
1 1 0 -11 0
Hay dos soluciones: [0 =1 1y [0 1 1
0 0 1 0 0 -1
36 Calcula una matriz X que conmuta con la matriz A4, estoes, A- X=X - A,
S siendo A=((1) i), y calcula A% +2471- X,
A~X=(1 1)(a b)=(a+c b+d)
a b 0 1/\c d c d
X = ( ) han de ser iguales.
c d X-A=(“ b)(l 1)=(a a+b)
c d/\o 1 c c+d
atc=a c=0 a b
b+rd=a+b; d=a X=(0 g), con a,belR
d=c+d c=0



A2+2A4_X=(1 2)+2(1 —1)(a b)=(1 2)+2(a b—oz)=

0 1 0 1/\0 a 0 1 0 a
=(1+2a 2+2b—2a)
0 1+ 2a

(Observamos que la matriz que hemos obtenido también es de las que conmutan
con A).

@ Sean A y B las matrices dadas por:

5 2 0 a b 0
A=(2 5 0 B=|c ¢ O
0 0 1 0 0 1

Encuentra las condiciones que deben cumplir los coeficientes a, b, ¢ para
que se verifique A- B=B- A.

5 2 0\fa b 0 S5a +2c 5b+2c 0
A-B=[|2 5 O)c c O=(2a+5c 2b + 5¢ O)
0 0 1/\0 0 1 0 0 1
a b 0\[(5 2 0 Sa + 2b 2a+5b 0
B-A=|c ¢ 0) 2 5 0)=( 7c 7c 0)
0 0 1/\0 0 1 0 0 1

Para que A - B=B- A, debe cumplirse que:

Sa+2c=5a+2b | c=0b
Sb+2c=2a+5b | c=a

2a +5¢c=7c 7c=7c a=b=c
2b+5c=7c Tc=7c
03 4
38 Dadalamatrizz A=| 1 —4 —5| prueba que se verifica 43 + I = 0 y utiliza
S -13 4

esta igualdad para obtener A'°.

@ Haz A0 = (A3)3:-A y ten en cuenta que A3 = —I.

-1 0 1 -1 0 O 0 0 O
A2=|1 4 4] 43=({0-1 0 — A3+71=|0 0 O
-1-3 -3 0 0 -1 0 0 O

Obtenemos A'° (teniendo en cuenta que A3 +71=0 — A3=-I):

0 -3 —4
AV =(UA3)3 - A=(D3 A=-T-A=-A=|-1 4 5
1 -3 —4

Unidad 2. Matrices



@ Una matriz cuadrada se llama ortogonal cuando su inversa coincide con su

S

traspuesta.
3/5 x O
Calcula x e y para que esta matriz A sea ortogonal: A= y -3/5 0
0 0 1

@ Haz A-A'=1

Si A1 =4! hadeser A-A'=1I entonces:

3/5 x 0 35 y 0 9/25 +x*  3/5y-3/5x 0 100
A-Al=| y =3/5 0| x =3/5 0|=3/57-3/5x y*+9/25 0 =(o 1 o)
0o 0 1 0O 0 1 0 0 1 001
i+x2=1 .X'2=1—6 x:ii
25 25 5
% —%x=0 y=x y=x
2,9 _ 2=E
yrs Tl VTS
. 4 4 4 4
Hay dos soluciones: x1=g; Y = = x2=—§; y2=_§

4 -1 0 22 14
(5 a5 AT -0, 2
Por tanto:

(5 il (57

Resuelve la ecuacion matricial: (; 1) X ( 4 _2) = ( 6 4 )

(262 144) - Xz(—43 _11)'(262 144)'(—?/2 :§)=

520 -6 3

. (-1 —6)
Solucion: X —( 1 -8

CUESTIONES TEORICAS

41
S

Justifica por qué no es cierta la igualdad: (4 + B) - (A—B) = A% — B? cuando A4
y B son dos matrices cualesquiera.

(A+B) - (A-—B) = A*2— AB + BA — B>

Para que la igualdad fuera cierta, tendria que ser AB = BA; vy, en general, no es
cierto para dos matrices cualesquiera.

Unidad 2. Matrices



Sea A una matriz de dimension 2 x 3:

S
a) ¢Existe una matriz B tal que A - B sea una matriz de una sola fila?
b) ¢Y para B- A?
. . 100
Pon un ejemplo para cada caso, siendo: A4 = 21 0
p . . . 1 0 0
a) No; A - B tendra 2 filas necesariamente. Por ejemplo, tomando A = 5 1 0
1
1
y B=|2], tenemos que: A-B=(4)
0
b) Si; si tomamos una matriz de dimension 1 X 2 (ha de tener dos columnas para
poder multiplicar B - 4), el resultado tendrd una sola fila. Por ejemplo:
. 1 00
Si A= 21 0) Y B=(1 2), entonces B-A=(G 2 0)
43 Sean A y B dos matrices cuadradas de igual tamafio. Si 4 y B son simé-
S tricas, ¢lo es también su producto A4 - B?
Si la respuesta es afirmativa, justificala, y si es negativa, pon un contraejem-
plo.
Si A y B son dos matrices cuadradas de igual tamano, simétricas, su producto,
A - B, no tiene por qué ser una matriz simétrica. Por ejemplo:
1 20 -1 31 511
Si A=|12 1 1]y B=3 -10 — A-B=|2 5 1| no es simétrica.
01 1 1 0 -1 4 -1 -1
Pagina 75
44 Definimos la traza de una matriz cuadrada A de orden 2 como tr(4) = a,, + a,,.
S Pruebaquesi A y B son dos matrices cuadradas de orden 2, entonces

tr(A-B)=tr(B- A).

a,, a b, b
Si A= ( 1 12) y B= (b11 blz); entonces:
ay Ay 21 P2

4. B-= (“11b11 +anby  ay by, +angb,, ) N
Gy byy + by dy by, + ayby,

- tr(A-B) =ay by +apby +ay b, + ayb,,

B-A-= (bu“u + byyay  byag, + byyay, )

byayy + byydyy  byag, + byay,
- r(B-A) =ay by +ay by, +apby + dayby,

Por tanto, tr (A - B) = tr (B - A).

Unidad 2. Matrices



45 Sea A una matriz cuadrada de orden 3 tal que a;=0 si i#j (A esuna ma-
triz diagonal). Prueba que el producto de dos matrices diagonales es una
matriz diagonal.

a, 0 0 by, 0 0
Si A=|0 a,, 0|y B={0 b, 0 | suproducto es:
0 0 agy 0 0 bSS
aby, 0 0
A-B=| 0 a,b,, 0 | quetambién es una matriz diagonal.
0 0 agby

46 Sean A= (aij)m", B= (bij)m p C= (cij) ar ¢Qué condiciones deben cumplir
D, q y r para que se puedan efectuar las siguientes operaciones?

a)A-C-B b)A-(B+ C)
An=q=r bn=q, p=r

47 Sea A una matriz de dos filas y dos columnas cuyo rango es 2. ;Puede variar
S surango si le afiadimos una fila o una columna?

No, porque el nimero de filas linealmente independientes coincide con el nimero
de columnas linealmente independientes. Si anadimos una fila, A seguiria tenien-
do dos columnas; y si anadimos una columna, A seguiria teniendo dos filas. Por
tanto, el rango seguiria siendo 2.

48 Una matriz de 3 filas y 3 columnas tiene rango 3.
a) ¢Como puede variar el rango si quitamos una columna?

b) Si suprimimos una fila y una columna, ;podemos asegurar que el rango
de la matriz resultante sera 2?

a) Tendra rango dos.

b) No. Podria ser dos o uno. Por ejemplo:

1 11
Sien A=(0 1 1) suprimimos la primera fila y la tercera columna,
0 01

queda (8 (1)), que tiene rango 1 (A4 tenia rango 3).

49 a)Si A es una matriz regular de orden n y existe una matriz B tal que
S AB+ BA =0, probar que BA™' + A'B=0.

3 =2
4 3

a) Multiplicamos por A™' por la izquierda en la igualdad:

b)Si A= ( ), halla una matriz B# 0 tal que AB+ BA=0.

AB+BA=0 —> AAB+A'BA=0 — B+A'BA=0

Unidad 2. Matrices



Ahora multiplicamos la igualdad obtenida por 4~! por la derecha:

BA7'+A'BAA1=0 — BA1+A4'B=0

b)Si B = (? 2), entonces:

A.B=(—3 —2).(61 b)=(—3a—26 —519—24)
4 3 c d 4a + 3¢ 4b + 3d
B-A=(“ b).(—s —2)=(—5a+4b —2a+3b)

c d 4 3 -3¢+ 4d —2c+ 3d
Asf:

—6a +4b—-2¢c  2a-2d 0 0

AB+BA‘( 4a + 4d 4b—zc+6d)‘(o 0)
—6a + 4b — 2¢ =0 | 3a-2b+c =0
—2a -2d=0 a + d=0 e u
4a +4d =0 a + d=0

4b—2¢c+6d =0 2b—c+3d=0 — 3a-2b+c=0 —

— c=-3a+2b

Pt’t'B=( “ b)a b#0
or tanto: —36l+2b —al) y

Por ejemplo, con a=1y b=1, queda B= (_11 _11)

Demuestra que si una matriz verifica 4% = 0 (0 es la matriz nula), entonces
A no puede tener inversa.

Supongamos que se verifica que 4% = 0, pero que A s tiene inversa, que existe
AL

Multiplicando la igualdad A% = 0 por (A™)2, quedaria:

ADH2-42=0 = A1 -A?=0 — I=0; locual es absurdo.

Por tanto, deducimos que no existe A~

12 0 3
¢Es posible afiadir una fila a la matriz (0 1 -1 -2| de forma que la nueva
matriz tenga rango 4? 27 30
Razona la respuesta.
Calculemos el rango de la matriz dada:
1 2 0 3 12 1 2 0 3 12 1 2 0 3
01 -1 2| - 2 01 -1 2| —> 28 01 -1 =2
27 30 32-2-12 03 -3 -6 3-3-2 00 0 0

Tiene rango 2; luego, anadiendo una fila, la matriz resultante no podra tener rango
4 (tendria rango 2 6 3).

Unidad 2. Matrices



PARA PROFUNDIZAR

52

54

Sean A y B dos matrices cuadradas del mismo orden. De la igualdad
A- B=A- C no puede deducirse, en general, que B= C.

a) Prueba esta afirmacion buscando dos matrices B y C distintas tales que

A-B=A-C, siendo A= (1 1).
11

b) ¢Qué condicion debe cumplir la matriz A paraquede A-B=A4-C se

pueda deducir que B= C?

) : ool - =(5 1)
a) Por ejemplo, si B (2 3) y C o 1) entonces:

A-B=(5 2)=A~C, pero B # C.

3 2
b) Debe existir A~

Halla una matriz cuadrada de orden 2, distinta de I y de —I, cuya inversa coinci-
da con su traspuesta.

a . _ e
Sea A= (C ) Si su inversa, A7, coincide con su traspuesta, A’, ha de tenerse que

d
A - A = I Es decir:

A~Af=(a b)l(a c)= a’+b* ac+ bd =(1 O)
c d) \b d ac+ bd c¢*+ d? 0 1

a*+b*=1
Por ciemplo. obt ent t,‘_(0 1).(0—1).(0 1).(0—1)
ac + bd =0 or ¢jemplo, obtenemaos, entre ouas: 1 0/\1 oflaa oflg o
c2+d*=1

Estudia el rango de las siguientes matrices segin los valores de a:

1 2 -1 al 0
M=(2 4 a A=10 1 3)
a 2 -1 all
12 -1 " 1 2 -1
M=(24 a)—> 20212 ( 0 Oa+2)
a 2 -1 FE=1e a-10 0

e Sia=1, ran (M) = 2
e Si a=-2, ran (M) = 2
e Siazlya#-2, ran (M) =3

A=

al 0O 12 al O '
01 3| — 2 01 3| ° Sl'ﬂ=0, ran (A) = 2
al 1 32_12 00 1 e Sia#0, ran (A) =3
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@ Se dice que una matriz es antisimétrica cuando su traspuesta es igual a su
§ opuesta. Obtén la forma general de una matriz de orden 2 que sea antisimé-
trica.

. |a b ,_[a ¢ 3
Si A_(c d)’ entonces A _(b d) y -4 =

—a —b)
— —d

Para que A’ =-A, ha de ser:

a=—-a | a=0
(a c)_(—a —b) c=-b | c=-b
b d) \<c-d] 7 b--=

d=-d | d=0

. o 0 b
Por tanto, una matriz antisimétrica de orden 2 es de la forma: ( b 0)

PARA PENSAR UN POCO MAS

56 Recuerda que una matriz A es simétricasi A' = A. Una matriz se llama anti-
simétrica si —A' = A. (Tanto las matrices simétricas como las antisimétricas
son, obviamente, cuadradas.) Demuestra que en una matriz antisimétrica to-
dos los elementos de la diagonal principal son ceros.

eSi A=(a,)

Pnx los elementos de su diagonal principal son a,, i=1,2, ..., n

. t= . . e A0 Se-
e La traspuesta es A4 (aﬁ)” « los elementos de su diagonal principal también se
ran a; (los mismos que los de A).

e La opuesta de la traspuesta es —A! = (&lﬂ)n « »» los elementos de su diagonal princi-
pal serin —a,,. ‘
e Para que —-A'=A, hande ser a,=-a,; portanto, a,;=0, i=1,..., n (es decir,

los elementos de la diagonal principal son ceros).

57 Decimos que una matriz cuadrada es mdgica de suma k cuando la suma de
los elementos de cada fila, asi como los de cada columna y los de las dos dia-
gonales es, en todos los casos, igual a k. ;Cuanto vale k siuna matriz magica
es antisimétrica? Halla todas las matrices magicas antisimétricas de orden 3.

e Hemos visto en el ejercicio anterior que, en una matriz antisimétrica, los elementos
de la diagonal principal son ceros. Por tanto, si la matriz es antisimétrica, 4 = 0.

e Buscamos las matrices magicas antisimétricas de orden 3: (sabemos que, en este
caso, la suma ha de ser cero).

Veamos cOmo es una matriz antisimétrica de orden 3:

a b c a d g
A=|d e f| — A'=|b e b | -A antisimétrica si A’ =-A; es decir:
g b i c f i
a d g -a —b —c =—a =—d =—g
b e b|=|-d-—-e —-f| - d=-b e=-e [f=-I
c [ i g -h —i g=-c h=-f = —i
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Luego, una matriz antisimétrica de orden 3 es de la forma: A4 =

b+c=0

Para que A sea madgica, ha de tenerse que: —-b + f=0

es decir: {;: _Z

—-c—f=0

0 b c
_Mf)

Por tanto, las matrices magicas antisimétricas de orden 3 son de la forma:

0 b
A=

58

-b
-b 0 b
b -b 0

), con beR.

Una matriz simétrica de orden 3 es de la forma:

a b c
A=|b d e
c e f
a+b+ ¢
b +d+e
c te+ [
a +d +f
2c+d
1 110 00
01 0110
001011
0-1-11 0 1
00 21 00
2 1
22 0
— 3 0
42+33 O
52_2433 0
1 11 0 0 0
01 0 1 1 0
001 011
00 0 1 1 1
00 0 3 00
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N O = O
_ = O = O
OO R~ O

4+ 22

52

== O

|
S}

o= O O
e eNeNeNe)

|
S}

a+b+c
b
c

010
010
10 =
10
010
11100
01011
0 01 01
0 0-121
00 210

s

22
- B

422

52 4 42
+d+e =0

te+f=0
d+e+f=0
3d =0

O = = OO

Lil il

Obtén todas las matrices magicas simétricas de orden 3 para k= 0.

) (pues A = A"). Para que sea magica con k=0, ha de ser:

a_ qa

e eNeNeNe)
2

a=-b-c=—f
b=-e=

c=0

e=—f

d=0



Por tanto, una matriz mdgica simélrica de orden 3 con k=0, es de la forma:

< f 0)
/0 —f|, confelR.
0 - f

A=

59

Una matriz simétrica de orden 3 es de la forma: A4 =

Obtén todas las matrices magicas simétricas de orden 3 para k= 3.

Para que sea magica con k=3, ha de ser:

a+b+ ¢ =3 1 1 1
b +d+e =3 01 0
c te+tf=3 0 0 1
a +d +f=3 1 00
2c+d =3 0 0 2
11100 013 12
01011013 2
00101 1[3]—> 3
0-1-11 0 110 4% + 28
00210013 =
11100013 12
01011013 22
O 0 1 0 1 1 31 - 3
o0 0 2 2 2 6 422
000 1-2-2/-3 5%+ 42
a+b+c =3 = a
b + d+e =3 > b
- c tet+f=3 — ¢
d+e+f=3 — e
3d =3 > d

a b c
b d e)
c e [
00013 1e
11013 28
01 1|3]—> 3
10113 e
10013 =
1110003 i
01 0110]|3 2
00101 1|3]—> 3
00-1211/3 42 + 32
0021001I3 *=-2-3
11100013
0101103
001011 3]>
0001113
0003001I3
=3-b-c=3-f-1=2-f
=3_d-e=3-1-2+f=f
=3-e—-f=3-2+f-f=1
=3_d-f=3-1-f=2-f
=1

Por tanto, una matriz mdgica simétrica de orden 3 con k=3, es de la forma:

- f 1
A=|f 1 2-f|, confe R
1 2-f f
2 01
Por ejemplo, con f=0, queda: A=|0 1 2
1 20
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